Polynémes de TCHEBYCHEV

Pafnoutii Lvovitch TCHEBYCHEV, mathématicien russe , est né & Borovsk en 1821 et mort & Saint-Pétersbourg en 1894.

1) Définition et existence

a) Polynomes de TCHEBYCHEV de 1lére espéce : T,.
Soit n un entier naturel. Il existe un et un seul polynéme noté T, tel que

VO € R, T, (cos0) = cos(nB).

Unicité. T,, est déterminé sur [—1, 1] qui est infini et donc uniquement déterminé.

Existence. Soient n un entier naturel et © un réel.

M-

cos(nB) = Re(e'™®) = Re((cos0 + isin0)™) = Re ( CK(cos @)™ *(isin 9)k>

k=0
(n/ E(n/2)
Z pCZP (cosB)™ 2P (sin0)%P = (—1)pCflp (cos 0)™ 2P (1 — cos® B)P
p=0 p=0
E(n/2)
et le polyndme Z pcszn 2P(1 — X2)P convient.
p=0
E(n/2)
neN, T, = ) (=1)PCPX™ 2P (1—X?)P.
p=0

b) Polynémes de TCHEBYCHEV de 2éme espéce : U,,.
Soit n un entier naturel non nul. Il existe un et un seul polyndéme noté U, tel que

VO € R, sin® x U, (cosB) = sin(no).

Unicité. U,, est déterminé sur ] — 1, 1[ qui est infini et donc uniquement déterminé.

Existence. Soient n un entier naturel et © un réel.

sin(n@) = Im(e'™®) = Im((cos 0 + isin®)™) = Im (Z CX(cos @)™ *(isin 9)k>

k=0
E((n—1 E((n—1)/2)
= Z ( 1)pC2p+] (cos0)" 2PV (5in9)?P*T =sin 0 Z (=P Cipﬂ (cos0)" 2P~ 1 (1 — cos® B)P
— p=0
E((n—1)/2)
et le polynome Z (—1)PCZPHIX=2P=1(1 — X2)P convient.
p=0
E((n—1)/2)
neN, Uy= )  (=1PCFIIXM2T(1 —X2)P.
p=0

2) Relation entre T, et U,

Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel 0, on a T, (cos0) = cos(nB). En dérivant cette relation, pour tout réel 0
on obtient

—sin 0T/ (cos0) = —n sin(n0),
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ou encore
] /
VO € R, sin 0 (ETH> (cos0) = sin(n0).

Par unicité de U,,, on a donc

1
vn e N, U, = —T..
n

3) Relation de récurrence
Pour tout réel 0 et tout entier naturel n, on a

cos(nB) + cos((n +2)0) =2cosO cos((n +1)0),
ce qui fournit encore
VO € R, Tn(cosO) + Try2(cos0) =2cos 0T, 1(cosB).
ou enfin
Vx € [—1,1], Tnu(x) + Taa2(x) = 2xTha1(x).
Ainsi, les polynémes T 4+ T2 et 2XT, 1 coincident en une infinité de valeurs et sont donc égaux.
vneN, Thi2 —2XTh41 + T =0.

4) Premiéres expressions de T, et U,
A partir de la relation de récurrence ou a partir de ’expression de T,, du 1)a) ou encore en calculant directement cos(20),
cos(30), ..., on obtient :

To=1,T1 =X, T, =2X2 -1, T3 =4X3 —3X, Ty =8X* —8X? + 1 et T5 = 16X> — 20X3 + 5X.
1
De méme, a partir de 1’égalité U,, = ET'/” on obtient
U =1, Uy =2X, U3 =4X? — 1, Uy = 8X3 —6X et Us = 16X+ —12X? + 1.

5) Graphes des premiers T,

To

AN
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6) Degré, coefficient dominant
1 ére solution. Soit n € N*. On rappelle que

'ﬂ.

Z DPCEPX™ 2P (1= X2)P,

n
Puisque pour tout entier naturel p € [0, E( 5 )], onan—2p+2p =n, T, est un polynome de degré inférieur ou égal a n.

De plus, le coefficient de X™ dans T,, vaut

1 1
Co+Ca+Ch+.. z((CO+C‘+CZ+C3 D+ —cl 4z -+ = SO+D"+(1=1)")
%(2“—1—0) (1—1"=0carn>1)
=2

2 éme solution. Montrons par récurrence que ¥n € N*, deg(T,) =n et dom(T,,) =2,
e On a déja deg(Ty) =1, deg(T2) =2, dom(Ty) =1=2""" et dom(T>) =2 =2?"". Le résultat est donc vrai
pourn=1et n=2.
e Soit n > 1. Supposons que deg(Tn) =n, deg(Tay1) =n+ 1, dom(Ty) =2 et dom(Tny1) = 2™ alors

deg(Thi2) =deg(2XTy 1 — Tn) =deg(XThi1) =T4+n+1=n+2,
et
dom(Tny2) = dom(2XT, 1) =2 x 2™ = 2n+1,
Le résultat est démontré par récurrence.
To=1cet Vn € N*, deg(T,) =n et ¥n € N*, dom(T,) = 2",
Par dérivation , on obtient
¥n € N*, deg(Up) =n —1et ¥n € N*, dom(U,) =2™"".
7) Parité

Pour tout naturel n, T,, a la parité de n. En effet,

E(n/2) (n/
Ta(=X)= ) (-1PCP(=X)"2P(1 = (=X)?)P Z DPCIPXM 2P (1= X3P = (1) T,
p=0 p=0

On peut aussi écrire pour tout réel 0 :
Th(—cosB) = T (cos(0 + 7)) = cos(nB + nm) = (—1)" cos(nB) = (—1)" T (cosb),

et donc, pour tout réel x de [—1,1], Ty (—x) = (—1)"Tn(x). Puisque [—1,1] est infini, les polynomes T,,(—X) et (—1)"T,
sont égaux.

On peut encore utiliser la relation de récurrence du 3).
Tout d’abord, To(—X) = (=1)°Ty et T; (—X) = (=)' T;.
Ensuite, si pour n >0 T, (—X) = (=1)"Tn et Tuy1(—X) = (=)™ 1Ty 1 alors
Tr2(=X) = 2(=X)Trp1 (=X) = Ta(=X) = 2(=1)""*XTy i1 — (=1)" T = (1) 2 (2XTyp1 = Tn) = (=) T2
Pour tout naturel n, T,, a la parité de n.

Par dérivation , on obtient encore :

pour tout naturel non nul n, U, a la parité contraire de n.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



8) T.(1), T(—1), T.(0) (=coeflicient constant)
Soit n € N.

e T.(1) =Th(cos0) =cos(n x 0) =1.

o To(=1) = (=1)"Tu(1) = (—=T1)™

e T, 11 est impair et donc Trny1(0) = 0. Puis To (0) = Ton (cos g) =cos(nm) = (—1)™.
En résumé
vneN, T (1) =1,
vneN, Ty(=1) = (=",

vneN, Tone1(0) =0 et Ton(0) = (—1)™ ou encore T, (0) = (:os(ng).

9) Equation différentielle vérifiée par T,,. Coefficients de T,

a) Equation différentielle vérifiée par T,. Pour trouver les coefficients de T, on cherche d’abord une équation
différentielle linéaire dont T, est solution.
Soit n € N. En dérivant ’égalité T, (cos 0) = cos(n6), on obtient :

V0 € R, —sinOT/ (cos0) = —nsin(n0),
puis en redérivant
V0 € R, —cos 0T/ (cosO) + sin? 0T, (cos0) = —n? cos(nB) = —n?T,,(cos0),
ou encore,
vx € [=1,1], —xT.(x) 4+ (1 =x2) T/ (x) = —n?Ta(x).
Ainsi, puisque [—1,1] est infini,
vneN, (1 —X)T/ —XT/ +n2T, =0 (E).

b) Coefficients de T,,. Soit n > 2. Puisque T, est de degré n et a la parité de n, on peut poser

To= )  aX" 2k
0<k<%

Reportons alors cette écriture de Ty, dans le premier membre de I’équation (E).

1=XOT) =XT, +n?Ty =(1-X3) > (m=2kMn—-2k-DNa X" 2-X 3 (n—2kjaX" "
0<k< 31 o<k<nzl

+T1.2 Z akX“’Zk

0<k<

= ) Mm=2nm-2k-DaX" 22— 3 (n—2k)(n—2k—TaX" *
0<k<n—1 0<k<Z

— (n — 2k)aX™ 2% + n? Z QX 2k
0<k< L 0<k< L

= (n—2(k+1) +2)(n = 2(k+ 1) + DarX 20D

(n—2k+2)(n—2k+ a1 X2+ Y (4kn—4k?)a X" 2"
1<k<% 0<k< %

= [(n—2k+2)(n—2k+ Dax_1 +4k(n — k) ar ] X2k,
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Par suite,

(1—=XIOT) —XT.+n?T, =0&VkeN, (1<k< % = M—2k+2)(n—2k+1ax_1 +4k(n —k)ax = 0).
En tenant compte de ap = dom(T,) =2""" , pour 1 Skg%,onaalors
a =2k +1)(n—2k+2) X—(n—2k+3)(n—2k+4) v« —(n—=T1)n < a
A 4k(n—k) Ak—T)(n—k+1) A x =1 "
:(—1)k(n—2k+1)><(n—2k+2)x(n—2k+3)x(n—2k+4)x...x(n—1)xn2n71
4k kx(k—1)x...x2x1xM—=1)xn—=2)x...x (n—Xk)
Cor 1/(n—2k)! Cop.7 T (n —k)!
— (—1)kpn—2k—1 n — (1 kpn—2k-1
=D kKIx(n—1)!/(n—k—1)! =D n—kkl(n—2k)!
o7 M
:(_1)k2n 2k ln_k Tkl—k'
ce qui reste vrai pour k = 0.
REN, To= Y (=Rl X
0<k<
10) Racines de T, et factorisation de T,
Soient 8 € R et n € N*.
cos(nB) =0 nbec s +nzeoec~+17
2 2Zn n

T km
Pour k € [0,n — 1], posons alors 0y = I + — puis xx = cos 0. On a d’une part
n on

0<1:90<91<...<9n,1:7r—1<7r,
2n 2n

et donc, par stricte décroissance de la fonction x — cosx sur [0, 7],
T>%x0>%x1>...>%xXn_1>—1.
En particulier, les n nombres xi, 0 < k <n — 1, sont deux a deux distincts. Mais d’autre part, pour k € [0,n — 1],
Tn(cosOx) = cos(nBy) = 0.

et les n nombres xi, 0 <k <n —1 sont n racines deux a deux distinctes du polynoéme T,, qui est de de degré n. Ce sont
donc toutes les racines de Tp, toutes réelles simples et dans ] — 1, 1[. En tenant compte de dom(T,,) = 2™, on a montré
que

1) Vn € N*; T, a n racines réelles deux a deux distinctes, toutes dans ] — 1, 1[.
n—1
. ond m  km
2) VﬂEN,Tn—Zn k|7|0 (X—COS(Z—F?))

11) Diverses expressions de T, et U,

a) Pour x dans [—1,1].
Soit 1 € N. Soient x € [—1,1] puis 8 = Arccosx. On a alors 0 € [0,7] et cos® = x. L’égalité T, (cos®) = cos(nb) s’écrit
encore :

vn e N, Vx € [—1,1], Ta(x) = cos(n Arccosx).
De méme, ’égalité sin 0U,;, (cos 0) = sin(nB) s’écrit encore :
_sin(n Arccosx)

vneN, Vx €] —1,1[ U,(x) = N
—x

b) Pour [x| > 1.
Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n et tout réel 0, on a T,,(ch 8) = ch(n8).
e C’est clair pour n=0et n=1.
e Soit n > 0. Supposons que T, (ch8) = ch(n6) et que Tr.1(ch0) = ch((n+ 1)0). On en déduit que

Tht2(ch0) =2(ch0)Ty41(ch0) — T (chB) = 2(ch 8)(ch(n + 1)8) — ch(nB) = ch((n + 2)8) — ch(nd) + ch(no)
=ch((n+2)6).
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On a montré par récurrence que
vneN, VO € R, Ty(ch0) = ch(n0).
En dérivant, on obtient sh6 x T/ (ch8) = nsh(n0) et, en tenant compte de T,, = nly, on obtient
Yn e N* V0 € R, (sh0)U, (ch0) = sh(no).

Soient alors x un réel supérieur ou égal & 1 puis 0 = argchx = In(x + vx2 —1).

Th(x)

|
—

n(ch0) =ch(nod)

(enln(x+m; nlnx+¢f) (X+\/—n+ x VI )
(x—i—\/ Dn+ (x — V<2 —1)“) (car (x + VX2 —1)(x — VX2 —1) =1).

NI—‘NI—‘

Vx € [1, 400, Tu(x) = % <(x+\/x2—1)n+ (x — V%2 —1)“).

Par parité, on peut obtenir les valeurs de T,, pour x < —1.

En dérivant, on obtient pour x > 1 :

vn e N*, Vx €]1, +ool, Un(x) = ((x+ VI — (x— VX2 = 1)n).

1
2Vx2 —1

c) Pour z complexe non nul.
L’égalité T, (cos 0) = cos(nB), valable pour tout réel 0, s’écrit encore

T s 0y _
T, <§(ee+e e)) =

ou encore, pour tout nombre complexe z de module 1,

1 1 1T/ .. 1
Ta (E(Z+ z)) =5 (Z —l—Z—n)

1 1 1
Par suite, les polynomes X" T, | =(X™ 4+ —) | et =(X?™ +1) coincident en une infinité de valeurs et sont donc égaux. On
Y 2 xn' )2 &

(eine + e—ine ),

N —

en déduit que
1 1 1
VzeC Thz(z+-) ) =2+ —).
2 z

12) Extrema de T, et U, sur [—1,1]

a) Extrema de T,

D’aprés 11)a), pour tout réel 0 et tout entier naturel n, T, (ch 8) = ch(n6). Ceci montre que pour x réel élément de ]1, 4o00[
et . entier naturel non nul, on a T, (x) > 1. Par parité de Ty, on a donc

Vx e R, Yne N* (x| > 1= |T.(x)] >1).
Mais puisque pour tout 6 € R et tout entier naturel non nul n T,,(cos0) = cos(n6), on a aussi

x eR, Vn e N*, (x| <1 = [Th(x)| < T1).
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Soient alors x un réel de [—1,1] et 6 = Arccosx.
s k7t k7t
Ta(x)|=1&|cosmB)|=1n0ecnZ&0c HZ &S IkeZ/ xcos —- & Jk € [0,n]/ x cos o

L’équation |T,, (x)| = 1 admet, dans R, exactement n + 1 solutions, toutes dans [—1, 1], & savoir

k
les n + 1 réels xx = cos (%) k € [0,n].

On en déduit encore

vneN, Max [T,(x)]=1.
xe[—1,1]

b) Extrema de U, Tout d’abord on note que
vn € N* VO € R, |sin(nB)| < n|sin6|.

Montrons le résultat par récurrence. Soit 6 € R.
e C’est clair pour n = 1.
e Soit n > 1. Si |sin(nB)| < n|sin 0] alors

Isin((n 4+ 1)0)| = |sin(nd) cos 0 + cos(nO) sin O] < |sin(nd)| x |cos O] + |cos(nO)| x | sin O] < |sin(nd)| + |sin 0|
< n|sinB| + |sin0| = (n + 1)|sin 0],

ce qui démontre par récurrence l'inégalité proposée.

sin(n®
Par suite, pour n entier naturel non nul et ® non dans nZ, [U;, (cos8)| = (n6)

- ‘ < n ou encore (I'inégalité restant
sin ©
valable pour x = —1 ou x = 1 par continuité) :

Vn e N*, Vx € [-1,1], [Un(x)] < n.

Soit m > 2. En reprenant le raisonnement par récurrence ci-dessus, si on a |sin(n@)| = n|sin 0| alors toutes les inégalités
écrites sont des égalités et on a nécessairement

|sin(nB)] = |sin((n — 1)0)] x |cos O] + | cos((n — 1)0)| x |sinB| = |sin((n — 1)0)| + |sin O] = n|sin 0.

Ceci impose |sin((n —1)0)| = 0 car si |sin((n — 1)0)| # 0 alors 0 € 7Z, puis | cos 0] < 1 et on n’a pas I’égalité. En résumé,

si 0 ¢ nZ, Uy (cos0)| =

sin(no) '
- <n
sin ©

sin(no)
sin ©

Maintenant, quand 6 tend vers 0 ou vers 7t dans ’égalité U, (cos )| = , on obtient U, (1)] = |[Un(=1)] = n.

Finalement

vneN, Max |[U,(x)]=n.
x€[—1,1]

Pour n > 2, I’équation |U,, (x)] = n admet dans [—1, 1] exactement deux solutions & savoir —1 et 1.

1
13) FTﬂ est le polynéme unitaire de degré n réalisant la meilleure approximation uni-
forme de la fonction nulle sur [—1,1].

Soit n € N*. Soit t, = FTH et P un polynome unitaire de degré n > 1. Il s’agit de montrer que

< IPlloo.

1
oo = 2y <

ot [Pl = Max [P(x).

1
Supposons par I'absurde que ||P|loo < T = trloo-
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k
Considérons les nombres xi = cos (%), 0 <k <n. Alors th(xg) = > P(xp) puis tn(x1) = — < P(x1) puis

2n71 2n71

1
tn(Xz) = 271—_1 > P(XZ). N

Ainsi, le polynéme t,, — P change de signe dans chacun des n intervalles Ixy, xx11[, 0 <k <n—1 et admet donc au moins
n racines deux & deux distinctes. Mais ce polynéme est de degré inférieur ou égal & n — 1 car P et t,, sont unitaires de
degré n. Donc t,, — P est nul cce qui contredit |P|loo < |[tnlloo-

Finalement,

1 1
pour tout polynoéme P unitaire de degré n > 1, ||P|lo > T = ' ZTL—*‘TH

1
mn—1°
1
Soit donc P un polynéme unitaire de degré n tel que ||P|leo = nT puis Q =t — P. Soit Lg le polynéme d’interpolation

Montrons de plus que t,, est 'unique polynéme unitaire P de degré n vérifiant ||P||oc =

k
de LAGRANGE de Q en les n+ 1 réels xi = cos (_71)7 0 < k < n. On rappelle que
n

Lo =3 MJJX—x)otAx = _ Qb
k=0  j#k H(xk—xj)
j#k

k

Par hypothése, Vx € [—1,1], — <Px) < T et comme tn(xx) =

T S on en déduit que

2n71’
vk € [o,n], (—=1)*Q(xx) > 0.
D’autre part, (—1)* H(xk —xj) > 0 et donc
jAk
Yk € [0,n], Ax > 0.

Maintenant, Q et Lo sont deux polynémes de degré au plus n qui coincident en les (n + 1) réels deux & deux distincts
Xk, 0 <k <n. On adonc Lg = Q et en particulier, deg(Lg) = deg(Q) < n — 1. Le coefficient de X™ dans Lg est donc
nul. Ceci fournit

i Ak =0.
k=0

Finalement, les Ay sont des réels positifs de somme nulle et ils sont donc tous nuls. On en déduit que Q = 0 et donc
P =t,.

1 1
pour tout polynome P, unitaire de degré n > 1, ||P||oo > T = ’ 2“—*1—1}1
avec égalité si et seulement si P = 2“—*1Tn.
14) Série entiére associée a T, et U,
Soit z=71e'%, r € R, 8 € R un nombre complexe tel que || < 1.
1 +oo
Le développement ; = Z z™ valable quand |z| < 1 fournit
- n=0
f ngime _ 1 T—re 10 ~ 1—rcos0+irsin0
— S 1—ret®  (1—re®)(1—re ) 1 —2rcos@+12 ’
et par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient :
s 1—rcos0 & Tsin 0
vrel—1,1[ V0 e R " cos(nf) = ————— et r"sin(nf) = ——..
=1L ”; () 1—2rcos0 + 12 T;) (n) 1—2rcos0 + 12

ce qui s’écrit encore
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+o0o

+oo .
1—rcosH Tsin 6
VTE] 1 ][ VSER,,ZT T COSG) metsmﬂZT“U Slne) m
n=0 n=0
ou enfin
+oo +oo
1—tcosB t
vtel—1,1[ V 1,1 T, =——— ¢t t"u =——
€=, vxel-, }HZO n(x) 1—2tcos9+tze r;) n(x) 1—2tcosO +t2
+oo t
(Pour t fixé dans | — 1, 1[ et x € {—1, 1}, le plus simple est de vérifier directement nZ:OtnUn(x) = m)
On obtient aussi
+oo
T—tx 1—t2
142 t"T, =2(——1 l=—.
* g n(x) (1—2tx+t2 )+ T—2tx + t2
On peut procéder autrement. Un calcul formel fournit
+oo +oo
2t ) Tt =) (Ta1(x) + T (™ =12 Z T () + Z T ()t
n=1 n=1
+oo
(1 +> T )t“) > Ta()t" —xt,
n=1
puis
+o0 +oo
(2 —=2xt+1) ) Tu()th =xt—t* et donc (t? —2xt +1) (1 +2) Tn(x)t“> =1t
n=1 —
_ 42
Réciproquement, a x réel fixé, la fraction rationnelle [Tyl n’admet donc pas zéro pour pdle et est donc développable
en série entiére. Si on pose, pour x réel fixé,
1—t?
T Z an (x)t"™ pour t dans ] — R, R,

légalité (t2 — 2xt + 1) Z an (x)t" = 1 —t2 valable pour t €] — R, R[ fournit

+oo +o00 +oo
Z an(x)t™ —2x Z An_1(x)t™ + Z n_2 ()t =1—t%.
n=0 n=1 n=2

Par suite, ao(x) =1, aj(x) = 2x = 2T (x), az(x) = 4x* —2 = 2T,(x) et pour n > 3,
an(x) —2xan—1(x) + an—2(x) = 0.

Par récurrence, il est alors clair que pour tout réel x, ap(x) =1 et que Yn > 1, an(x) = 2T (x).

Maintenant,
e si x| < 1, les poles de la fraction rationnelle sont de module 1 et on sait que le rayon de convergence de la série est 1.
e Six>1,les poles sont x —vVxZ —Tet x+vxZ—Tavec 0 <x—vxZ—1<x+vxZ—1 et dans ce cas, le rayon, qui
est le minimum des modules des poles, est R =x —v/x% — 1.
Si x < —1, les pdles sont encore x — vxZ — 1 et x +vVx%2 — 1 avec x — vVxZ2 — 1 <x+ vxZ —1 < 0 et dans ce cas,
le rayon est R = —x —v/x% — 1.

En résumé, si [x| > 1, la série a un rayon de convergence égal & [x| — v/x2 — 1.
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15) Orthogonalité des polynémes T,

a) Un produit scalaire sur R[X].

Soit @ : RX]xR[X] — R . Montrons que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
2 (" PQ()
P. — = ———dt
Q) -
P(t t
e Tout d’abord, si P et Q sont deux polynémes, la fonction t — M est continue sur ] — 1, 1[ et donc localement
V1—1t2
. P(H)Q(t) ( 1 > P(H)Q(t)
intégrable sur ] — 1, 1[. De plus, quand t tend vers 1, =0 et quand t tend vers —1, ——— =
8 ' P VI—t2 VIi—t 4 VI—12

P(t)Q(t)
V1—12

) (que 1 ou —1 soient ou non racines de P ou Q) et donc la fonction t — est intégrable sur | — 1, 1[.

1
(e
T+t

Ainsi, pour tous polynémes P et Q, @(P, Q) existe dans R.
e La bilinéarité , la symétrie et la positivité de @ sont claires.

e Soit enfin P € R[X].

P2(t)

1
(p(P,P)zOf,'J _ dt =0
—1

=Vt el —1,1[, P2(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle sur ] —1,1[)

= P =0 (polynoéme ayant une infinité de racines).

¢ : RX xRX] — R est un produit scalaire sur R[X].
2 (M PH)Q(L)
P — = —= dt
(”,Q) HL i

b) Orthogonalité des polynomes T,,.
1

Soient n et m deux entiers naturels. En posant t = cos0 pour 6 € [0, 7], on a dt = —sin0d0 ou encore d0 = iy dt

car sin® > 0 pour 0 € [0, 71]. On obtient

2 (" Ta(t)Twm(t)
TnfTm = Tnl, ot a
-0
= 72_r Tn(cos0) T (cos0) (—dO)
= % " cos(nO) cos(m0) do = l Jﬂ(cos((n +m)6) + cos((n—m)0)) d6
Tt Jo Tt Jo

Ainsi,
esin 7é m, (p(Tn)Tm) =0,
esin=m=#0, o(Th, Tin) =1
esin=m=0, o(Ty, Tin) =2.

Finalement, puisque d’autre part vn € N, deg(T,,) = n, on a montré que :

T
702) U (T )nen est une base orthonormée de 'espace préhilbertien (R[X],|) ou

1
¥(P,Q) € (RIX])%, PIQ = %L %

16) Intervention des polyndémes de TCHEBYCHEV dans l’'interpolation de LAGRANGE
C’est I'un des intéréts principaux des polynomes de Tchebychev. Rappelons une expression de l'erreur commise dans
Iinterpolation de LAGRANGE.

(

dt.

Si f est une fonction de classe C™*1 sur [a,b], si xo < ... < Xn sont 1+ 1 réels deux & deux distincts de [a, b] et si L¢ est
le polynome d’interpolation de LAGRANGE en Xg,. .., X, alors, pour tout réel x de [a, b], il existe un réel ¢ dans ]a, b[ tel
que

f(x)—Lf(x)zN(x)m ot N(x 1:[ x — %x),
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et en particulier

00 = L)l < sup NG| sup T (€)
sup —L¢(x)| < sup sup ————— .
xela, bl x€la,b] tela,p] (M+1)!

On se place sur [a,b] = [—1,1]. Pour minimiser ’erreur commise dans I'interpolation de LAGRANGE, il s’agit de choisir

N de sorte que sup |N(x)| soit le plus petit possible. N est un polynéme unitaire de degré n + 1 et le 13) montre que
x€la,b]

1
sup [N(x)| est minimum pour N = ——T; ;1.
x€[—1,1] 2
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